Priifung POL
2018 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen Reihe B
5 Fragen - 4 Stunden

1. Die mit bestimmten Fragen verbundenen Figuren sind illustrativ und nicht maf3stabsgerecht.
Es ist sinnlos, sie zu messen.

2. Lehrbiicher und Taschenrechner sind nicht erlaubt.

3. Lassen Sie in Thren Antworten Zahlen wie 1, e, In2 = loge 2 = loge 2,1n3, ..., V2, V3, ... in
ihrer symbolischen Form.

Frage 1 (4 Punkte) Gegeben die komplexen Zahla = % (1 +1).

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie den Betraga — 1.

(b) (1 Punkt) Wirsetzenzy, =1,Vn € R, :,z, = a" undu, = |z, — z,_, |- Zeigen Sie, dass die
(u,,)-Folge eine geometrische Folge ist, und przisieren Sie denen ersten Begriff u; und die
Differenz.

(c) (1 Punkt) Berechnen Sie die Summes, = u; + u, + -+ + u,,.

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie, falls verfiigbar, den s,, Grenzwert, wenn n — +00.

Frage 2 (4 Punkte) Gegeben:

x—4a-1 y-2a-2 z

b (aeRy)
a 1 —-a
2a—-1=0
c:{ijy+ a (aeRy)
z+a+3=0
x z
d:Z=2="2_ @eRr)\{-1})
a a a+1l

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass sich ¢ und ¢ kreuzen.

(b) (1 Punkt) Finden Sie eine kartesische Gleichung der Ebene «, die b enthilt und parallel zu
d ist.

(c) (1 Punkt) Finden Sie eine kartesische Gleichung der Ebene f3, die ¢ enthilt und parallel zu
d ist.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass sich Flichen « une f immer (Va € R, \ {-1}) schneiden und
dass die Schnittlinie durch einen Fixpunkt verlauft. Welcher ist dieser Punkt?

Frage 3 (4 Punkte) Die Kriimmung einer Funktion ist wie folgt definiert:

f"(x)
1+ f' (%))

(a) (1 Punkt) Berechnung der Kriimmung der Funktion f(x) = Inx.

(1)

(b) (2 Punkte) Berechnung der Ableitung der Kriimmung von f.

(c) (1 Punkt) Fir welche x-Werte ist die maximale f-Kriimmung? Wenn kein Maximum vor-
handen ist, berechnen Sie die Grenzwerte der Kriimmung der Domédnengrenzen.
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Priifung POL
2018 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen
5 Fragen - 4 Stunden

Frage 4 (4 Punkte) Gegeben:

t

JJroc’]c(x) dx = tg?mj f(x) dx

a a

+00

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie:J e *x!dx
0
+00
(b) (1 Punkt) Berechnen Sie: J, e *x*dx
0
+00
(c) (2 Punkte) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion: J e *x"dx =n!
0

Reihe B

Frage 5 (4 Punkte) Die Flagge von Fort En Maths ist ein Rechteck von 2 Metern (horizontal)
und 1,2 Metern (vertikal). Von jedem Punkt innerhalb des Rechtecks wird die Kontur des Recht-

ecks alle 40 Zentimeter verbunden.

Die so gebildeten Dreiecke und Vierecke sind abwechselnd weif8 und grau gefarbt. Die Sum-
me der Graufldchen tibersteigt die Summe der weiflen Fldchen: Die Differenz betragt genau ein

Hundertstel der Flache des Rechtecks.

Von links oben nach rechts, wie weit geht es bis zum ersten Farbwechsel (von weif$ nach grau),

in Zentimetern?

?cm 40 cm

W40 cm

N\
\
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Priifung POL
2019 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen Reihe B
5 Fragen - 4 Stunden

1. Die mit bestimmten Fragen verbundenen Figuren sind illustrativ und nicht maf3stabsgerecht.
Es ist sinnlos, sie zu messen.

2. Lehrbiicher und Taschenrechner sind nicht erlaubt.

3. Lassen Sie in Thren Antworten Zahlen wie i1, e, In2 = loge 2 = loge 2,1n3, ..., V2, V3, ... in
ihrer symbolischen Form.

Frage 1 (4 Punkte) Vn e N :
1
I, = J x"V1 - xdx

0
(a) (1 Punkt) Berechnen Sie I,

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie I,
(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass Vn € IN,, Sie (3 + 2n) I,, = 2nl,_, haben.
(d) (1 Punkt) Berechnen Sie I

1

l1+e™
(a) (1 Punkt) Berechnen Sie den f Grenzwert fiir x — +00 und x — —oo0.

Frage 2 (4 Punkte) Gegeben: f(x) =

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Ableitung von f und beweisen Sie die folgende Beziehung
zwischen f und f':
f'(x) = f(x) (1= f(x))

(c¢) (1 Punkt) Gegeben g(x) = 2f(x) — 1. Bestimmen Sie die Beziehung zwischen g und g'.

Frage 3 (4 Punkte) Die Koch-Schneeflocke kann konstruiert werden, indem man mit einem
gleichseitigen Dreieck beginnt und dann jede Seite rekursiv wie folgt einstellt:

1. Teilen Sie das Segment in drei gleich lange Segmente auf

2. Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck basierend auf dem mittleren Segment von Schritt
1.

3. Entfernen Sie das Liniensegment, das die Basis des Dreiecks ist, aus Schritt 2.

AN O S

le Iteration 2e Iteration

Die Flache des urspriinglichen Dreiecks ist gleich 1.
(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Oberfliche der Koch-Schneeflocke nach 1 Iterationsschritt.
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Oberflache der Koch-Schneeflocke nach 2 Iterationsschritten.
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Priifung POL
2019 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen Reihe B
5 Fragen - 4 Stunden

(¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Oberfliche der Koch-Schneeflocke nach n Iterationsschrit-
ten.

(d) (1 Punkt) Was ist die Begrenzung der Oberfldche der Koch-Schneeflocke nach n — +oo
Iterationsschritten?

Frage 4 (4 Punkte) Eine Tastatur hat 42 Tasten, von denen 26 die 26 Buchstaben des Alphabets
darstellen, die anderen Zahlen oder Symbole.

(a) (1 Punkt) Arnaud, der 3 Jahre alt ist, driicht zufdllig auf eine Taste der Tastatur, wobei jede
Taste die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, getroffen zu werden. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er einen Charakter von seinem Vornamen trifft?

(b) Arnaud schldgt auf 6 Tasten hintereinander, verschieden oder nicht, wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

i. (1 Punkt) Arnaud trifft einen Buchstaben zweimal und vier andere verschiedene Buch-
staben;

ii. (1 Punkt) Arnaud trifft seinen Vornamen;

iii. (1 Punkt) Arnaud tippte seinen Vornamen, da er wusste, dass er einen Buchstaben
zweimal und vier andere verschiedene Buchstaben tippte.

Frage 5 (4 Punkte) Gegeben: A(3,2,1), B(1,0,3) und

x—z=0
e:
xX+y+z=3
(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die geometrische Lage aller Punkte C, so dass der Mittelpunkt

des umschriebenen Kreises des AABC innerhalb von e liegt. (Antwort: ein Kreis mit Mit-
telpunkt (1, 1,1, 1) und Radius V5, in der « : x — 2y —z +2 = 0 Ebene.)

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den S-Punkt dieses geometrischen Ortes, der sichin 8 : 2x+ y +
2 = 0 befindet.

(¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Fliche des ABS-Dreiecks.
(d) (1 Punkt) Bestimmen Sie tan ASB.

Seite 2/2



Priifung POL
2020 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen  Reihe A
5 Fragen - 4 Stunden

1. Die mit bestimmten Fragen verbundenen Figuren sind illustrativ und nicht maf3stabsgerecht.
Es ist sinnlos, sie zu messen.

2. Lehrbiicher und Taschenrechner sind nicht erlaubt.

3. Lassen Sie in Thren Antworten Zahlen wie i, e, In2 = loge 2 = loge 2,In3, ..., V2, V3, ... in
ihrer symbolischen Form.

Frage 1 (4 Punkte)

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie k € R, so dass wir fiir jede komplexe Zahl z = a+bimitb = —2a
haben:
lz —k+7i =|z-2+9i

(b) (2 Punkte) —i ist eine Wurzel aus z* — 22> + 42> — 2z + 3 = 0. Finde die anderen Wurzeln.

Frage 2 (4 Punkte) Ein Patient nimmt 10 mg eines Medikaments am ersten Tag und dann jeden
Tag 5 mg. Tagsiiber werden 40% der Medikamente im Korper abgebaut. Wir kénnen die Mengen
an Medikamenten, die sich unmittelbar nach der Einnahme des ersten, zweiten, dritten, ... Tages
im Korper befinden, durch eine Reihe darstellen u,, u,, u, ... .

(a) (1 Punkt) Geben Sie eine rekursive Formel fiir diese Folge ein.

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass diese Folge nach oben begrenzt
ist.

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Folge steigt.
(d) (1 Punkt) Ermitteln Sie den Grenzwert der Folge mit Hilfe der Rechenregeln des Grenz-
wertes.
Frage 3 (4 Punkte) Gegeben: f(x) = x* + px — 1.

(a) (2 Punkte) Welche Bedingung muss p € R erfiillen, damit die Funktion kein Extremum
hat?

(b) (2 Punkte) Welche Bedingung muss p € R erfiillen, damit die Funktion ein Maximum
und ein Minimum und drei verschiedene Nullpunkte hat? (Hinweis: was ist das Vorzeichen
des Produkts der Funktionswerte im Maximum und Minimum, wenn es drei verschiedene
Nullpunkte gibt?)
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Priifung POL
2020 Analyse - Geometrie im Raum - Folgen und Reihen - Komplexe Zahlen  Reihe A
5 Fragen - 4 Stunden

Frage 4 (4 Punkte)

(a) (1 Punkt) Demonstrieren Sie, dass fiir jede reelle Zahl x, wir die folgende Beziehung haben
3 1
cos’ x = n (cos3x + 3 cosx)

(b) (1 Punkt) Leiten Sie eine Stammfunktion von der f-Funktion auf R ab, so dass

f(x) = cos® x

(c) (1 Punkt) a ist eine gegebene reelle Zahl ungleich Null, leiten Sie den Wert des Integrals

a
I(a) = J (2x + 1) cos? x sin x dx
0

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie I (g)

Frage 5 (4 Punkte) 4 Kugeln gleichen Radius 7 sind so gestapelt, dass die Mittelpunkte mit den
Scheitelpunkten eines gleichseitigen Tetraeders mit Rippe 2r tibereinstimmen. Bestimmen Sie
das Verhaltnis der Volumen der kleinsten Kugel und der gréfiten Kugel, die die 4 anderen Kugeln
beriihren.

XX

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie in dem Dreieck, das durch die Mittelpunkte der 3 unteren Kugeln
gebildet wird, den Abstand vom Schwerpunkt zu einem Scheitelpunkt.

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie in dem Tetraeder, der durch die Mittelpunkte der 4 Kugeln gebil-
det wird, den Abstand vom Schwerpunkt (d.h. der Punkt, der gleich weit von den 4 Schei-
telpunkten) zu einem Scheitelpunkt unter Verwendung vorigen Ergebnisses.

(c) (1 Punkt) Berechnen Sie das Volumen der grofiten Kugel (Zentrum in der vorigen Frage
angegeben).

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie das Volumen der kleinsten Kugel (gleiches Zentrum) und berech-
nen Sie das Verhaltnis beider Volumina.
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Zuséatzliche Priifung POL
2021 Analysis - Algebra - Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung Reihe A
5 Fragen - 4 Stunden

1. Die Abbildungen bei bestimmten Fragen sind rein illustrativ und nicht mafstabsgetreu. Es ergibt also
keinen Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., v/2, v/3, ..., in Thren Antworten unveréindert
stehen.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei n € Ny. Betrachten Sie das Polynom P(x) = 2" + 2" ! + ... + 1.
(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass P'(1/2) < 4.

Hinweis: Berechnen Sie zuerst (z — 1)P(x).
(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass fiir alle n € Ny gilt:
23 x 4% x ... x (2")7 < 4.
Hinweis: Sie diirfen die Logarithmusfunktion verwenden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie die Folge (I,,)nen mit allgemeinem Glied I, = fO% cos™ t dt.

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie die ersten drei Folgenglieder und beweisen Sie, dass fiir alle n € N, gilt:

3
In:/ sin” t dt.
0

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie durch partielle Integration, dass fiir alle n € Ny, gilt:
(Tl + I)In+1 = TLIn_l.
(c) (2 Punkte) Beweisen Sie durch Induktion, dass fiir alle p € Ny, gilt:

79
" 2h(p)
wobei g(p) = [, (2k — 1) und h(p) = [T4_, 2k.

Erinnerung: H,ivzlak =a1 Xas X ... X ay.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) (1 Punkt) Betrachten Sie in C folgende Gleichung: |1 + iz| = |1 — iz|, wobei i?

—1. Beweisen Sie, dass die
Losungen der Gleichung reell sind.

(b) (1 Punkt) Es sei a € R und n € Ny. Betrachten Sie in C die folgende Gleichung mit der Unbekannten z

<1+iz)"_1+m )

1—1z T 1—ida’

Beweisen Sie ohne Berechnung, dass die Losungen der Gleichung reell sind.

Hinweis: (a) kann Thnen helfen, indem Sie zunéchst den Modulus (Betrag) einer komplexen Zahl berechnen.

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Gleichung () in der Form cis(2n) = cis(2a) geschrieben werden kann, fiir ein
bestimmtes « € ]—g, 3 [

Erinnerung: cis(z) = cos(x) + i sin(x).
Hinweis: aufgrund von (b) kénnen Sie davon ausgehen, dass z = tan§, mit 6 € ]—g, 5 [, und &dhnlich fiir a.

(d) (1 Punkt) Wie viele Losungen hat die Gleichung (1)? Bestimmen Sie diese Losungen.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

A= {AB, M} ist das Verhéltnis, nach dem der Punkt M den Vektor 1@ teilt, das heifit
AM = AMB.

In einem orthonormalen Achsensystem ist durch die Punkte A44(0,0,0), Cy(0,3,0), B1(1,2,5) ein gerades Prisma mit
dreieckiger Grundflache gegeben (siehe Abbildung links).

Auf der Diagonalen AgB; ist ein Punkt P so festgelegt, dass {4¢By, P} = 2.

IT ist die Ebene, die durch P geht und zu den Diagonalen A;Cy und ByC; parallel is. Die Ebene IT schneidet die Linie
CpC1 im Punkt R.

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die kartesische Gleichung der Ebene IT 20z + 5y + 3z = 25 ist.
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie das Verhéltnis {CyCy, R}.

(c) (2 Punkte) Betrachten Sie das Dreieck AqgBoCy. Wir wihlen drei kollineare Punkte S,T,U, so dass A\; =
{ApBy, S}, Ao = {BoCo, T}, A3 = {CoAo,U}, A1, A2, A3 € Ry, wie unten gezeigt wird (rechts). Das Produkt
A1)z ist konstant. Bestimmen Sie die Werte dieser Konstanten.

z

Ay

Ch

Co

By

Co

X BO AQ L g X

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Alice (A) und Bob (B) bewegen sich in der Koordinatenebene fort. Die Linge ihrer Schritte ist immer 1. Sie machen
jeden Schritt gleichzeitig.

Alice beginnt bei (0,0) und macht jeden Schritt zuféllig nach rechts oder oben; die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen
Schritt nach rechts macht, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass sie einen Schritt nach oben macht.

Gleichzeitig beginnt Bob bei (5, 7) und macht jeden Schritt zuféllig nach links oder unten; die Wahrscheinlichkeit, dass
er einen Schritt nach links macht, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass er einen Schritt nach unten macht.

(a) (1 Punkt) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich Alice und Bob im Punkt Py(0, 6) treffen?
(b) (1 Puntk) Bestimmen Sie die weiteren Punkte (P;, Ps,...), in denen sich Alice und Bob treffen kénnen.
(c) (2 Punkte) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich Alice und Bob iiberhaupt treffen?
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2023 Analysis - Goniometrie - Geometrie Reihe A Teil 1
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |5 |5 |55 20

N T =02 o Y= 5 Punkte
Die Funktion g hat als Vorschrift

o(x) = / )~ uldu,

wobei x €]—1,1] liegt und f eine stetige Funktion ist, fiir die gilt: f(0) = 1. (Anmerkung: |z — u| ist der
Absolutwert von x — w.)

(a) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass
T 1
g@ = [ sdu- [
-1 T
Anmerkung: ¢'(z) ist die Ableitung von g(z).

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die zweite Ableitung der Funktion g an der Stelle = 0.

7 N == o Y P 5 Punkte

Berechnen Sie / —_—
o l+cos?x

D < 1 0 YT 5 Punkte
Gegeben: die Funktion

2 m TI' 5r  w
f(z) =tan (x+3> — tan (x+g) + cos (x.|_g)7 YV € [_12,_3} ]

(a) (3 Punkte) Wenn g(z) = —z — % und h(z) = + cos z, beweisen Sie, dass f(z) = h(g(z)).

2
sin 2x

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie mithilfe des vorigen Punktes den grof ten Wert, den f auf dem gegebenen Defi-
nitionsbereich annimmt.

D <1 oY 5 Punkte

Innerhalb eines Quadrats mit Flédche 1 zeichnen wir ein kleineres Quadrat, indem wir jeden Eckpunkt mit einem
Punkt im Quadrat verbinden, der sich in einem Abstand von % vom gegeniiberliegenden Eckpunkt befindet (siehe
Abbildung).
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1
x
Bestimmen Sie den Wert von x, wenn das kleine Quadrat im Inneren eine Fliache von ﬁ hat.
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2023 Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung Reihe A Teil 2
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |5 |5 |55 20

N T =02 o Y= 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie ein Polynom p(x) vierten Grades, bei dem der Koeffizient des konstanten Terms 0
ist und das die Gleichung p(x) — p(z — 1) = 2 erfiillt.
(b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Summe 1% + 23 + 3% 4 ... + 100%. Verwenden Sie dabei Teilaufgabe (a).
(c) (2 Punkte) Berechnen Sie die Summe
12+ 3% +5% + 7% + ... +199°.

Hinweis: Sie kénnen das Verfahren der Teilaufgaben (a) und (b) wiederholen. Der erste Schritt besteht darin,
ein geeignetes Polynom dritten Grades zu bestimmen.

N T == o 1< e 5 Punkte

Bestimmen Sie alle ganzen Werte von o im Intervall [0°,90°], so dass (cos a + isina)* eine reelle Zahl ist.

AUfgabe B .o e e e e e et i et i it e i i 5 Punkte

Die Gerade mit der Gleichung § + % = 1 schneidet den Kreis mit der Gleichung %2 + yg—g = 1 in den Punkten A
und B.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter o € [0,27] den Abstand zwischen der Geraden
AB und dem Punkt P(3cosa,3sina).

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie alle Punkte P auf dem Kreis, fiir die die Fliche des Dreiecks PAB maximal ist.

7N =27 o c N 5 Punkte

An einem internationalen Fechtturnier nach K.-0.-System nehmen 64 Teilnehmer teil, von denen 8 Vertreter der
Koniglichen Militdrakademie (KMA). Die Tabelle mit den Kdmpfen der ersten Runde wird rein zufillig ausgefiillt.
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Runde 1 Runde 2 Runde 3 Viertelfinale Halbfinale Finale

Teilnehmer 2

Teilnehmer 4 E

Teilnehmer 6

Teilnehmer 8 E

Teilnehmer 10

Teilnehmer 12 E

Teilnehmer 14

5

Teilnehmer 16 E

Teilnehmer 18

Teilnehmer 19
Teilnehmer 20 E
Teilnehmer 21

Teilnehmer 22 [ﬁ

Teilnehmer 23
Teilnehmer 24 E
Teilnehmer 25

Teilnehmer 26

Teilnehmer 27
Teilnehmer 28

5 5 g5 5 5 5 g5
2 2 2 2 2 2 2
E E Ef 3 Ea 3 3
8 g g g B g 1=}
2 2 2 2 2 2 2
g g g 2 2 2 2
— —_ © -1 ot w —
& g

&
e
£
g
5
5

Teilnehmer 30

Teilnehmer 32 _E

Teilnehmer 34
5 L ]
Teilnehmer 36

Teilnehmer 38

Teilnehmer 40

Teilnehmer 42

Teilnehmer 44 [ﬁ

=

Teilnehmer 46

Teilnehmer 48 E

Teilnehmer 50

e = E

Teilnehmer 54
= 6%

Teilnehmer 56

Teilnehmer 58 [ﬁ
5 [

Teilnehmer 60

Teilnehmer 61 E

Teilnehmer 62 [ﬁ

Teilnehmer 63

5 5 I3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 2 2 2 2 2 2 3 z z 2 z z z 2 :
SlEIEEIEIEIEIEIEEIEEIEIEIENEIE N EIEIEIEIEIEIEIElEIE =
8 8 8 8 8 8 8 8 8 g g 8 g 8 B
2 2 2 2 2 2 2 2 z z 2 2 z g 2 :
] g g g g g g g g g g g g g ]
1<) 1< wt - = P P - w w w w w ] —
g & = s 5 & & = 8 9 & & P 3 3

&
a
£
g
&
g
q

g
g
g
z
g
:
=

Teilnehmer 64

(a) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass es 105 Moglichkeiten gibt, 8 Personen in 4 Gruppen mit je 2 Personen aufzuteilen,
wenn die Reihenfolge der Gruppen und die Reihenfolge innerhalb der Gruppen keine Rolle spielen.

(b) (2 Punkte) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in der ersten Runde nicht zu einem Kampf zwischen
zwel Vertretern der KMA kommt?

(c) (2 Punkte) Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Vertreter der KMA nicht vor dem Viertelfinale
aufeinandertreffen?
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2023 Analysis - Goniometrie - Geometrie Reihe C Teil 1
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafsstabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., v/2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte | 5|5 |5 |5 20

N U =02 o Y= N 5 Punkte

Ein rechteckiges Blatt Papier ABCD ist 15 ¢cm lang und 10 cm breit. Es wird so gefaltet, dass der Eckpunkt
A zu einem Punkt A’ auf der langen Seite [C'D] gebracht wird. Die Lénge des Liniensegments [AP] wird mit x
bezeichnet, die Liange der Falte [PQ] mit ¢ (gepunktet auf der Abbildung).

D A C
P
10
x
A B
r 15 1
3
(a) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass % = B
Tz —
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den kleinstmdglichen Wert fiir £.
AU gabe 2 .. i e i i it i ittt i s 5 Punkte

Fiir alle x > 0 ist die Funktion f gegeben durch
¥ lnu
= d
f(x) /1 L

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass f(z) + f <i> = %ln2(x).

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie f(e=®) + f(e™) + f(e™®) + ... + f(e?) + f(€9).

N T == o 1< 5 Punkte

Losen Sie in [0, 7]:
cos(3x) cos(4x)

2cos(x) —1 "~ 2cos(2z) + 1

N U == o 1< e 5 Punkte
Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Seite [BC] des Dreiecks ABC, fiir das gilt: |AB| = |AM].

Seite 1/2



(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass tan B = 3tan C.

(b) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass sin A = 2sin (B - C’)
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2023 Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung Reihe C Teil 2
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |4 |5 |6 |5 20

N T =02 o Y= 4 Punkte
k ist die einzige reelle Zahl, die die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

0<k<l1 und B +k=1.

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie k* in Form eines quadratischen Ausdrucks, d.h. eines Ausdrucks der Form ak?+bk+c,
wobei a, b, ¢ zu bestimmende, reelle Koeffizienten sind. Bei dieser und den folgenden Teilaufgaben diirfen Sie
davon ausgehen, dass der quadratische Ausdruck eindeutig ist.

(b) (1 Punkt) Schreiben Sie 1 als quadratischen Ausdruck.
(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass 1-%k dem quadratischen Ausdruck §(k? — k + 2) gleich ist.

(d) (1 Punkt) Schreiben Sie das unendliche Produkt

(1—k)A+EHA+EHA + KA+ K. ..

in Form eines quadratischen Ausdrucks. Hinweis: 1+ 2 + 2% + 2% + 2* + ... = -1~ wemn [z| < 1.
N T == o Y 5 Punkte
Zeichnen Sie in der komplexen Fliche exakt das Gebiet, das aus den Punkten z besteht, so dass
z 10
— und —
10 zZ

ihren Real- und Imaginérteil zwischen 0 und 1 haben. z steht fiir die konjugiert komplexe Zahl zu z.

AU gabe B .o i i e i i it i it i i i 6 Punkte

Gegeben: ein orthonormales Achsensystem und eine Y d
Gerade d, die mit der z-Achse einen Winkel 26 (zwis-
chen 0 und 7/2) bildet und durch den Ursprung geht
(sieche Abbildung).

Der Kreis Cq hat den Radius 1 und der Kreis C5 hat den
Radius 3. Beide Kreise liegen zwischen der Geraden d
und der z-Achse. Die Kreise beriihren die beiden Ger-
aden tangential.

20

(a) (2 Punkte) Geben Sie die kartesische Gleichung des Kreises C in Abhéngigkeit von 0 an.

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass sich die Kreise C; und C3 in genau einem Punkt beriihren, wenn 6 = %.

Seite 1/2



(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir diesen Wert von 6 den Inhalt der Fliche des Gebiets, das durch die z-Achse,
C1 und Cs begrenzt ist.

7N =27 o 1 c N 5 Punkte

Ein Lehrer teilt folgende 16 Schiiler in 8 Gruppen von jeweils zwei Schiilern ein.

Alice Candice Emily Gauthier
Amaury Cindy Emma Giulia
Billie Denis Farah Heidi
Brieuc Diane Felix Helena

(a) (2 Punkte) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er dies machen?
Ihre Antwort darf Produkte oder Fakultédten enthalten.

(b) (1 Punkt) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er die Schiiler einteilen, wenn er genau 6 Gruppen
bekommen mdchte, in denen die Namen beider Schiiler den gleichen Anfangsbuchstaben haben?

(c) (2 Punkte) Auf wie viele unterschiedliche Weisen kann er die Schiiler einteilen, wenn er méchte, dass in allen 8
Gruppen die Namen beider Schiiler entweder den gleichen Anfangsbuchstaben haben oder, dass sie zwei im
Alphabet aufeinander folgende Anfangsbuchstaben haben?

Tipp: Bestimmen Sie zuerst die méglichen Gruppen fiir die beiden ersten Schiiler und machen Sie danach
das Gleiche mit den anderen Schiilern.
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2024 Analysis - Goniometrie - Geometrie Reihe A Teil 1
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |4 |5 |47 20

Aufgabe 1 4 Punkte

a unkt) Beweisen Sie, dass sin2z =1 — (sinx — cosx)” fiir alle z € R.
1 Punkt) Bewei Sie, d in 2 1 i 2 fiir all R

Vsinx n 4/COS &
\/COST Vsin x

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie/(

) dx, wobei eine Substitution u = sin x — cos « durchgefiihrt

werden kann.

Aufgabe 2 5 Punkte

Gegeden: sin3z = 3sinz — 4sin® z.

-14+V5

(a) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass sin 110 = TR wobei sin 3% = sin (Z — 2%).
10 — 25
unkte) Beweisen Sie, dass sin & = 7\[ Verwenden Sie dabei den in 2(a) gegebenen Wert
b) (2 Punkte) B Sie, d 3 1
von sin 5.
Aufgabe 3 4 Punkte

Die Mittelpunkte von 5 Kreisen mit Radius 1 sind auf einem Kreis mit Radius R so verteilt, dass die 5 Kreise
paarweise tangential sind, wie in der Zeichnung dargestellt. Berechnen Sie R, indem Sie die Daten von Aufgabe 2
verwenden.

Falls das Ergebnis eine Bruchzahl ist, darf diese im Nenner keine Quadratwurzel enthalten.
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Aufgabe 4 7 Punkte

Die Funktionen cosh und sinh sind gegeben durch

cosh(z) = % und sinh(z) = c-°

, Vr € R.
(a) (2 Punkte) Wir kénnen den Ausdruck
13 cosh(z) — 12sinh(z)

als a cosh(z — b) schreiben, fiir alle z € R. Bestimmen Sie @ und b.

Bemerkung fiir die Aufgaben 4(b), (c) und (d): Wenn Sie die Werte von a und b nicht finden, kénnen Sie die
Aufgaben 4(b) und (c) beantworten, indem Sie wissen, dass a und b Losungen des folgenden Systems sind:

ae b =1 und 25 = ae’.

(b) (2 Punkte) Losen Sie in R:
13 cosh(z) — 12sinh(x) = 13.

(c) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass die Funktion 13 cosh(z) — 12sinh(z) ein Minimum erreicht, wenn z = In 5.

(d) (1 Punkt) Geben Sie das Minimum der Funktion 13 cosh(z) — 12sinh(z) an.
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2024 Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung Reihe A Teil 2
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |5 |5 |55 20

Aufgabe 1 5 Punkte

Der Rest der Division des Polynoms p(z) durch (x — 2) ist 5, und der Rest der Division von p(z) durch (x — 3)
ist 18. Bestimmen Sie den Rest der Division von p(z) durch (z — 2)(x — 3).

Aufgabe 2 5 Punkte

Die Gleichungen von zwei Geraden in der Ebene werden gegeben:

di: 1bx+8y =0
dy 1 3z +10y =0.

Wir geben auch den Punkt M(—8,6), der die Mitte des Segments [Py P,] ist, wobei P; ein Punkt von d; und P,
ein Punkt von ds ist.

(a) (1 Punkt) Erstellen Sie ein Diagramm, das d1, da, P1, P, und M in einem orthonormalen Koordinatensystem
darstellt.

(b) (4 Punkte) Berechnen Sie den Abstand von Py zu Ps.

Aufgabe 3 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass fiir die komplexe Zahl z = cos 6 + isin 6, wobei § € R, gilt:
2%+ 1 =2cos(6)z.

(b) (3 Punkte) Geben Sie in algebraischer Form a + bi alle komplexen Zahlen mit Modul 1 an, die eine Losung
der Gleichung
(522 +5)° + (62)° = 0.

Verwenden Sie dabei Aufgabe 3(a).

Aufgabe 4 5 Punkte

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig gewéhlte ganze Zahl zwischen 2000 und 20000 (beide
Zahlen nicht inbegriffen) gerade ist und aus verschiedenen Ziffern besteht. Zum Beispiel: 4052 ist eine solche Zahl,
aber nicht 10788 (zweimal die Ziffer 8) oder 6781 (ungerade).
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2024 Analysis - Goniometrie - Geometrie Reihe B Teil 1
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1
Punkte | 4

[\
w
>~

Gesamtnote

20

ut
D
at

Aufgabe 1 4 Punkte

(a) (2 Punkte) Stellen Sie im selben Achsensystem den Graphen der folgenden Funktionen dar, wobei € R:

1 1
T) = und T)= ——F7.
1@ = 90 = T g
. . 1 1 i
(b) (2 Punkte) Geben Sie den maximalen Wert von + , wobei z € R.
L+ z|  1+]z—2|

Aufgabe 2 5 Punkte

Berechnen Sie )

[ et
1+e*4e @

indem Sie eine Substitution u = e® verwenden.

Aufgabe 3 6 Punkte

(a) (3 Punkte) Losen Sie im Intervall [0,27] die folgende Gleichung und stellen Sie die entsprechenden Winkel
auf dem trigonometrischen Kreis dar:

cos x + cos 3x + cos bx + cos 7x = 0.

(b) (2 Punkte) Lésen Sie die Gleichung cos(z +y) = cosz - cosy, wenn z,y € [0, 2] und stellen Sie die Lsungen
in der Ebene (z,y) dar, indem Sie ein Achsensystem wie folgendes verwenden. (Zeichen Sie das Achsensystem
auf Thr Antwortblatt.)

(c) (1 Punkt) Wie viele verschiedene Zahlenpaare (z,y) sind Losungen des folgenden Systems:

cosx + cos 3x + cosbx + cos7x =0
cos(z +y) = cosx - cosy

wenn x,y € [0,27]? Stellen Sie diese Losungen dann in einem Achsensystem wie in Frage (b) dar.
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Aufgabe 4 5 Punkte
Betrachten Sie folgende Abbildung.

A E B

Im Dreieck ABC ist D der Schnittpunkt der Hohenlinie ausgehend von C' senkrecht zur verldngerten Seite [AB].

E ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Winkels ACB und der Seite [AB]. Fiir den Winkel a gilt:
a > 90.

(a) (1 Punkt) Geben Sie den Winkel DCE in Abhéngigkeit von a und S.

(b) (4 Punkte) Beweisen Sie, dass
B

tan? %tan§ =1

wenn |AD| = |AE].
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Ko6nigliche Militdrakademie - Zuséatzliche Priifung POL
2024 Algebra - Analytische Geometrie - Wahrscheinlichkeitsrechnung Reihe B Teil 2
4 Aufgaben - Arbeitszeit 3 Stunden

1. Die Abbildungen bei den Aufgaben sind rein illustrativ und nicht mafistabsgetreu. Es ergibt also keinen
Sinn, sie zu messen.

2. Der Gebrauch von Lehrbiichern und Taschenrechnern ist untersagt. Lineal, Geo-Dreieck, Winkelmesser und
Zirkel sind erlaubt.

3. Lassen Sie Symbole und Werte wie 7, e, In2 = log, 2, In3, ..., V2, v/3, ..., in Thren Ergebnissen unveréindert
stehen.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | Gesamtnote
Punkte |6 |5 |45 20

Aufgabe 1 6 Punkte

Das Polynom p(z) = 2% + 222 + 7z + 1 hat die drei Nullstellen 2;, z5 und 23 in C.

Bemerkung: Fiir diese Aufgabe brauchen Sie diese drei Nullstellen nicht zu berechnen.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie das Vorzeichen der eventuellen reellen Nullstellen von p(z).

(b) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass z1 + 22 + z3 = —2. Tipp: Schreiben Sie p(z) in der Form p(z) = (z — 21)(z —
29)(z — z3).

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass 27 + 23 + 23 = —10 mithilfe der Teilaufgabe (b).

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie 23 + 235 + 23. Hinweis: Verwenden Sie die Summe p(21) + p(z2) + p(23).

Aufgabe 2 5 Punkte

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie die komplexe Zahl (1 —4)® in der algebraischen Form a + bi, wobei a,b € R.
(b) (2 Punkte) Geben Sie alle Lésungen in C der Gleichung 2® = 8i in algebraischer Form.

(c) (2 Punkte) Berechnen Sie den Wert von cos 5. Verwenden Sie Teilaufgabe 2(b).

Aufgabe 3 4 Punkte

Gegeben: zwei Punkte A(—6,0) und B(2,0) in einem Koordinatensystem (z,y) an. Wir interessieren uns fiir die

geometrische Lage aller Punkte P, fiir die gilt:
[AP| _

BP| >

wobei die Notation |XY| die Lange des Liniensegments zwischen zwei Punkten X und Y darstellt.
(a) (1 Punkt) Zeichnen Sie eine Figur, die A, B und eine mogliche Position des Punktes P darstellt.

(b) (3 Punkte) Finden Sie die kartesische Gleichung des geometrischen Ortes. Gehen Sie von der in der Aufgabe
erwahnten Bedingung aus. Geben Sie die Details der Berechnungen.

Aufgabe 4 5 Punkte

(a) (2 Punkte) Wie viele verschiedene Tabellen mit vier Zeilen und vier Spalten, in denen jedes Feld entweder 0
oder 1 enthélt, haben die Eigenschaft, dass die Summe der Felder 8 ist?

Seite 1/2



(b) (3 Punkte) Wie viele verschiedene Tabellen mit 4 Zeilen und 4 Spalten, in denen jedes Feld entweder 0 oder
1 enthélt, haben die Eigenschaft, dass die Summe der Felder in jeder Zeile 2 und, dass die Summe der Felder
in jeder Spalte 2 ist?
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